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Жоспар
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бойынша анықтамаларын үйрену
Негiзгi сұрақтар:
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Функцияның шегiнiң анықтамасы
Rn кеңiстiктегi M0 нүктесiнiң аймағында, M0 нүктесiнде де y = f (M) функциясы
анықталған болсын.
Анықтама 1 (ε− δ тiлiнде)
Сан A y = f (M) функциясының M0 нүктесiндегi шегi деп аталады (M → M0 үшiн), егер

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : |f (M)− A| < ε ∀M : ρ(M,M0) < δ,M ̸= M0.

Мысал 1 Дәлелде:

lim
x→3

x2 − 9

x − 3
= 6.

Бұл x = 3 нүктесiнде анықталмаған бiр айнымалы функция. ε > 0 үшiн δ = ε/2 таңдап,
теңсiздiктi тексеруге болады.
Анықтама 2 (тiзбектер тiлiнде) Сан A y = f (M) функциясының M0 нүктесiндегi шегi
деп аталады, егер кез келген {Mn} → M0, Mn ̸= M0 үшiн, {f (Mn)} → A.
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Шектердiң қасиеттерi
1 Егер limx→a f (x) = A, limx→a φ(x) = B, және f (x) ≤ φ(x), x ̸= a, онда A ≤ B.
2 Егер f (x) ≤ ψ(x) ≤ f (x), x ̸= a, онда limx→a ψ(x) = A.
3 Тұрақтының шегi осы тұрақтының өзiне тең.

4 Егер limx→a f (x) және limx→a φ(x) ақырлы болса, онда:

1 limx→a[f (x)± φ(x)] =
limx→a f (x)± limx→a φ(x),

2 limx→a[f (x)·φ(x)] = limx→a f (x)·limx→a φ(x),
3 limx→a C · f (x) = C · limx→a f (x), C тұрақты.

Шексiз кiшi және шексiз үлкен шамалар Анықтама Функция α(x) x → a кезiнде
шексiз кiшi деп аталады, егер

lim
x→a

α(x) = 0,

ал β(x) шексiз үлкен болса,
lim
x→a

β(x) = ∞.
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Теоремалар
1 limx→a f (x) = b ⇔ f (x) = b + α(x), ∀x ∈ u(a).
2 Егер f (x) шектелген және limβ(x) = ∞, f (x) > M > 0, онда limφ(x) = 0.
3 Егер f (x) шектелген болса, онда lim[f (x) · α(x)] = 0.
4 Егер limx→a α(x)/β(x) = C ̸= 0, онда α және β бiр реттi шексiз кiшi, егер

C = 1, онда α ∼ β.
Анықталмағандықтар
Негiзгi анықталмағандықтар:

0

0
,

∞
∞
, 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00, ∞0.

Үзiлiссiз функциялар
Анықтама
Функция f (M) M0 нүктесiнде үзiлiссiз, егер:

1 f (M0) анықталған,
2 limM→M0

f (M) шегi бар,
3 limM→M0

f (M) = f (M0).
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Анықтама 10 (өсiмшесi арқылы)
Функция y = f (x) x0 нүктесiнде үзiлiссiз, егер

lim
∆x→0

∆y = lim
∆x→0

[f (x +∆x)− f (x)] = 0.

Мысалдар

y = x2 барлық x ∈ R үшiн үзiлiссiз.

y = sin 5x барлық x ∈ R үшiн үзiлiссiз.
Үзiлiс нүктелерi

Жөнделетiн үзiлiс: limx→x0 f (x) бар, бiрақ f (x0) анықталмаған немесе
lim ̸= f (x0).

Бiрiншi түрдегi үзiлiс: f (x0 − 0) және f (x0 + 0) табылған, бiрақ олар тең емес.

Екiншi түрдегi үзiлiс: f (x) шегi жоқ немесе шексiздiкке ұмтылады.
Үзiлiссiз функциялардың қасиеттерi

1 f (x) және φ(x) үзiлiссiз болса, онда f ± φ, f · φ үзiлiссiз.
2 f (x) үзiлiссiз, φ(t) үзiлiссiз, онда f (φ(t)) үзiлiссiз.
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Кесiндiдегi үзiлiссiз функциялар

Definition
f (x) функциясы [a, b] кесiндiсiнде үзiлiссiз, егер (a, b) аралығындағы барлық нүктелерде
үзiлiссiз және

f (a+ 0) = f (a), f (b − 0) = f (b).

Теоремалар
1 Егер f ∈ C [a, b], онда f шектелген.
2 f [a, b] кесiндiсiнде максимум M және минимум m мәндерiн қабылдайды:

m ≤ f (x) ≤ M, ∀x ∈ [a, b].

Функция шегi. Бiржақты шектер
Айталық, f (x) функциясы X сан жиынында анықталсын.
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Definition (Шектiк нүкте)
Егер x0 нүктесiнiң кез келген аймағында X жиынының x0 өзгеше x нүктесi жатса, x0
нүктесiн X жиының шектiк нүктесi деп атайды. Шектiк нүкте X жинында жатуы да,
жатпауы да мүмкiн.

X жиынынан x0-ке жинақты

x1, x2, . . . , xn, . . . (xn ̸= x0) (1)

тiзбегiн аламыз, сәйкес функция мәндерi

f (x1), f (x2), . . . , f (xn), . . . (2)

сан тiзбегiн құрады.
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Definition (Гейне бойынша шек)
x0 нүктесiне жинақты (1) тiзбек бойынша құрылған (2) тiзбек b санына жинақты болса,
онда b санын f (x) функциясының x = x0 нүктесiндегi немесе x → x0 шегi деп атайды.
Оны былай жазады:

lim
x→x0

f (x) = b немесе x → x0 ⇒ f (x) → b.

f (x) функциясының x0 нүктесiнде жалғыз шегi бар, бұл {f (xn)} жинақты тiзбектiң
жалғыз шегi болатынан шығады.
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Definition (Коши бойынша шек)
Егер кез келген ε > 0 саны үшiн δ = δ(ε) > 0 саны табылып, кез келген x ∈ X , x ̸= x0
мәндерiнде

|x − x0| < δ ⇒ |f (x)− b| < ε (3)

теңсiздiгi орындалса, b санын f (x) функциясының x = x0 нүктесiндегi шегi деп атайды.
Бұл анықтаманы функция шегiнiң “ε-δ” тiлiндегi анықтамасы деп атайды.

Theorem
Функция шегiнiң бiрiншi және екiншi анықтамасы эквиваленттi.
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!
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